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Massentrennungs- und Einschniirungseffekte in HF-Plasmen

Von H. Rotuer

Aus dem Forschungslaboratorium der Siemens & Halske AG, Miinchen
(Z. Naturforschg. 18 a, 300—308 [1963] ; eingegangen am 28. August 1962)

Die Drift von Ionen in Hochfrequenzringentladungen wird berechnet. Unter charakteristischen
Resonanzbedingungen entstehen stark massenabhiingige, gleichgerichtete radiale Ionenstrome. Die
hiermit verbundene Massentrennwirkung entspricht der einer mechanischen Massenzentrifuge.

Eine Berechnung von Ionendriften in Hochtemperaturplasmen bei Einstrahlung von Mikrowellen
transversal zu einem statischen Magnetfeld (mit B parallel zum statischen Feld) unter Vernach-
lassigung hydromagnetischer Effekte wird gegeben. Maximale radiale Gleichdriften entstehen in der
Umgebung der Zyklotronresonanz, und zwar als Sog zur Plasmaoberflache fiir Frequenzen w unter-
halb und dicht oberhalb der Zyklotronfrequenz £2,. Eine Drift ins Plasmainnere (Einschniirung)
kommt zustande, wenn (w—£2;) ein mehrfaches der reziproken Aufenthaltszeit eines Ions im Wir-

kungsbereich des HF-Feldes betrigt.

Uber Wechselstromeffekte in HF-Plasmen sind im
Hinblick auf Dispersionsgleichung, Absorption, ther-
mische Dissipation und hydromagnetische Effekte.
insbesondere im Bereich der Zyklotronresonanzen,
eine Reihe von Arbeiten durchgefithrt worden (vgl.
Anm.173). Bei diesen Untersuchungen stellte die
Magnetfeldamplitude des HF-Feldes eine generell
vernachldssigte Korrektion hoherer Ordnung dar. In
der folgenden Arbeit sollen die Effekte diskutiert
werden, die wesentlich durch Mitberiicksichtigung
des magnetischen Wechselfeldes in den Bewegungs-
gleichungen zustande kommen. In Abschnitt I wer-
den am Beispiel einer HF-Ringentladung die radia-
len gleichgerichteten Drifteffekte von Ionen berech-
net, die aus dem Zusammenwirken der beiden Wech-
selfelder entstehen. Da diese Driften unter bestimm-
ten Resonanzbedingungen so stark sein kénnen, als
wiirde das elektrische Wechselfeld fast zur Halfte
als radiales Gleichfeld an den Ionen angreifen,
scheint eine Verwendung der Methode zur Massen-
trennung diskutabel.

Die Entladungscharakteristiken (Leitfahigkeit und
HF-Feldverlauf) einer solchen Ringentladung wer-
den berechnet; in Abschnitt IT wird eine kurze Dis-
kussion ihrer Anwendung zur Massentrennung ge-
geben. Abschnitt III bringt eine Erweiterung der
Rechnungen auf Tridgerbewegungen in einem stati-
schen Magnetfeld bei transversaler Einstrahlung von
Mikrowellen, insbesondere fiir den mathematisch
iibersichtlichen Fall, daf} der B-Vektor des HF-Fel-
des parallel zum statischen Feld polarisiert ist.

L L. Serrzer, Physics of Fully Ionized Gases, Interscience

Publ. Inc., London 1956.
2 S. Tanaka, Mem. of Coll. of Science, Univ. Kyoto 24 A
(1961), 361.

I. Tragerdrift im HF-Feld

Wir betrachten einen zylindrischen Entladungs-
raum, der einem HF-Feld ausgesetzt ist, € <D in
radialer Richtung, B parallel zur Zylinderachse z.
Zur einfacheren analytischen Behandlung benutzen
wir die komplexen Grofien

E=C,+iE,.

Das HF-Feld kann dann in einem hinreichend schma-
len Bereich A|r| in der Form angesetzt werden

[siehe auch Gl. (11)]:
B,=Bysinwt; B,=P,=0;
E=—-LiwByfrcos(wt—a)

r=r+iy,

(1)
=—iEjcos(wt—a);
Giz = O;
(p ist ein Zahlenfaktor, der von Eindringtiefe, Wel-
lenlinge und Feldgeometrie abhingen kann; fiir
eine Kreisspule mit verschwindender Leitfihigkeit
im Entladungsraum ist f =1, a =0).
Mit (1) lauten die Bewegungsgleichungen eines
geladenen Teilchens
P+ (w,+iwysinwt) r
+3wwyfcos(wt—a) r=0,
Z =0.

(2)

Hierin ist wy=Bye/m eine charakteristische Fre-
quenz der Bewegungsgleichungen und kann quasi
als maximale Zyklotronfrequenz im magnetischen

3 T. H. Stix, Phys. Rev. 106, 1146 [1957]; Phys. Fluids 1,
308 [1958].
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MASSENTRENNUNGS- UND EINSCHNURUNGSEFFEKTE IN HF-PLASMEN

Wechselfeld aufgefaBt werden; e Ladung des Teil-
chens, m Masse. Es wird sich zeigen, da} Gl. (2)
eine dhnliche Zyklotronresonanz wy~® im magne-
tischen Wechselfeld enthilt, wie die analoge Bewe-
gungsgleichung eines Teilchens im statischen Magnet-
feld.

Mit w, wurde formal eine Reibungskraft —m w, 7
beriicksichtigt; im vollstindig ionisierten Plasma
entspricht . der reziproken Couroms-Relaxations-
zeit zwischen [onen und Elektronen 1.

Fiir schwach ionisierte Plasmen wollen wir uns
zur Berechnung der mittleren Driftgeschwindigkeit
5(t) =7(t) auf die einfache ,free-path“-Methode *
beschrianken. Diese Methode liefert nach # brauch-
bare Ergebnisse, wenn freie Weglange A und Feld-
stirke E, so klein sind, dall eEy A <EkT;, ist?,
was im allgemeinen in schwach ionisierten Plasmen
bei nicht zu kleinem Druck zutrifft. Wenn die zur Zeit
7 mit einem Neutralteilchen stofenden Ladungstra-

ger nach dem Stof} eine Geschwindigkeitsverteilung
f(0' (7)) besitzen ([[[f(v") dv’=1), so berechnet
o

sich unter den gemachten Voraussetzungen 7 (¢) aus
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dem Integralausdruck:
i(t):ftwsdtexp{—ws(t—t)} ]‘dz'

B -f{f dv’f(n’(r))'v(;’, V().  (3)

wobei in der angestrebten Niherung f(b) kugel-
symmetrisch und zeitunabhingig ist und ws durch
einen geeigneten Effektivwert ersetzt wird 6.

t
In Gl. (3) geht das Integral [ o (¢") d7” der Be-

wegungsgleichung (2) ein, mit der Anfangsbedin-
gung v(7) =v'(7), r(r) =r'(r); v'(r) rotations-
symmetrisch. Im Falle w,=const, f = const (Kreis-
spule mit hinreichend kleinem Induktionsstrom im
Plasma) ist eine exakte Integration von (2) nach
der Hivischen Methode moglich, die im Anhang
dargestellt ist. Fiir den allgemeinen Fall fithren wir
eine Ndherungslosung durch, die gut brauchbar ist,
solange nur jeweils ein Stiick der Teilchenbahn in-
teressiert, auf dem A|r|/|r|<1; |dwy/w,| <1
(was z. B. immer der Fall ist, wenn die freie Weg-
linge A klein ist gegen die Eindringtiefe des HF-
Feldes) .

Mit r=zconst, w,~=const geht (2) iiber in die einfache Bewegungsgleichung fiir v:

v+ (we+iwgsinwi) v= —%ifwywcos(wt—a)r, (4)

die mit Hilfe der bekannten Fourier-Entwicklung

+o0
exp {i(wo/w) sin(wt+08)} = D1, (wy/w) exp {in(wt+d)}

n=—oo

elementar integriert werden kann; J, BesseLsche Funktionen. Mit der Anfangsbedingung v(7) =v'(7) er-

gibt sich

t +oo
fi‘(r') di’ = — w:)“ ﬁrZ Jyexp{in’ (wt+m/2)}

’
n= —00

(.. .
: l Z (e_laln+1—e+“]n—1)

n=—o0

exp {—in(®t+7/2) }[1—exp {— (we—in ) (t—7)}]

(5)

We—in

+20" (1) exp { —w(t—7) } exp {i(wy/w) (cos w t—cos » T) }} s

Jo=1,(wg/w). (5) in (3) eingesetzt ergibt fiir die Trigerdrift in HF-Entladungen mit Ionisierungsgrad

4 S. Crapman u. T. G. Cowrine, Mathematical Theory of Non-
Uniform Gases, University Press, Cambridge 1952.

5 Der Index i bzw. e soll im folgenden immer dann zusitz-
lich verwendet werden, wenn wir uns speziell auf Ionen
bzw. Elektronen beziehen, sofern Verwechslungen moglich
sind. (wge , Wee USW.)

6 Bei einer thermischen Geschwindigkeit vth ist ws == vin/4,
bis auf einen durch die Geschwindigkeitsabhingigkeit des

Streuquerschnitts sowie in gewissem MaBe auch durch @
und w, bestimmten Zahlenfaktor, der nur durch explizite
Losung der Borrzmann-Gleichung zu gewinnen wire. Eine
befriedigende allgemeine analytische Ndherungslosung der
Transportgleichung ist im vorliegenden Falle noch nicht
erhalten; wir begniigen uns mit dem Hinweis, daf} die Ab-
hangigkeit der effektiven Stoflfrequenz ws von @ und w,
in erster Ndherung vernachlissigt werden darf.
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<1
+o0 +o0 )
50 == 2 fr Dyexplin'@eraiz)} 3 CRUOUIDY (oiey ety ), ()

n=—o0 n=—00

W =ws+ W, .
o(t) ist eine vielfach periodische Trigerdrift in der z-y-Ebene. Die Terme (n’—n) =0 stellen den zeit-
unabhiingigen, gleichgerichteten Anteil dar, die Terme |n’—n| =1 ergeben in ihrem senkrecht zu r ge-
richteten Anteil (~ir) den fiir Leitfahigkeit und DK in erster Ordnung maligebenden Wechselstrom, aus
dem a und f (Phase und Eindringtiefe) von Gl. (1) bestimmt werden konnen.

Gleichgerichtete Ionendrifi im Wechselfeld

Fir den gleichgerichteten Anteil der lonendrift ergibt (6):

+o0
_ wwg 3 wr w2 cos a+(wy> w—}—n(n—i—l)wrs)isiin a
Vet 2 ﬂT n—=_0(2n+1) J,,(wo/w) Jn+l(w0/w) (wr2+n2w2)(wr3+(n+l)2w2) . (7)

Aus (7) folgt, da} nur radiale Gleichdriften entste-
hen (die azimutale Komponente verschwindet). Das
absolute Maximum von |v_ | liegt offenbar im Be-
reich der ,,Doppelresonanz*

Wy W=~ Wy, (8)

da, wie weiter unten gezeigt wird, a generell zwi-
schen 0 und 7/2 liegt. [In einer gewissen Umgebung
der Doppelresonanzstelle (8) ist v_ nur wenig von o
abhingig.] In Abb. 1 ist v_ dargestellt fiir den Fall
schwacher Entladung (a=0 bei w =2 w,). Als Be-
zugsgrofle ist die Driftgeschwindigkeit (e/m)(E,/w;)
von Teilchen in einem radialen elektrischen Gleich-
feld Ey= (m/e) 3w wyfr zugrunde gelegt [vgl.
GL (1)].

05
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Abb. 1. Massenabhdngigkeit der radialen Drift vy~ in HF-
Ringentladungen (a=0, fiir w=2 wy).

Im Freqenzbereich & = w, konvergiert die Reihe
in (8) schnell, und v_ hat naherungsweise den Ver-
lauf

e 1
vo~— —E;
m Wy

2 a+ i ’
| @ coswrz_:.);g)sma ]o(wo/w) ]1(w0/w) . (7)

In der Schreibweise (7) kommt der Zusammenhang
zwischen v_ und der Gleichfelddrift (e/m) Eg/w,
zum Ausdruck; der Term in der eckigen Klammer
kennzeichnet den Resonanzcharakter der Drift. Be-
merkenswert ist die Tatsache, dafl v_ fiir w>w,
generell radial nach innen gerichtet ist, fiir w < $w,
aber in einem gewissen Frequenzbereich radial nach
aullen. Die Zentrifugenwirkung ist deshalb zwischen
diesen Bereichen (wo~1/m) sehr erheblich und
sollte die einer idealen mechanischen Massenzentri-
fuge tibertreffen konnen.

Eine wesentliche Beeinflussung der Ionendriften
durch die Mitbewegung des Elektronenensembles,
wie sie z. B. bei der ambipolaren Diffusion in Nie-
derdruckentladungen eine erhebliche Rolle spielen
kann, findet im Bereich der Ionenresonanzen w = wy;
nicht statt: Man tiberzeugt sich an Hand von Gl. (7)
leicht davon, dal} fiir w ~wg; das Verhaltnis

|ve=/vi- | < (mefms)™
wird. Da aber die unter dem Einfluf} des ambipola-
ren radialen elektrischen Feldes aus v;_ entstehende
resultierende Ionendrift ¥; _ bei einer Ionen- bzw.
Elektronenbeweglichkeit b; bzw. b, in erster Nahe-
rung die Gestalt hat

vi= bi ve-

wom M aus) @
so sind 9;_ und v;_ praktisch identisch.

Vi- =~

Azimutale Wechselstrome und Feldverlauf

Wir benutzen die MaxwerLschen Gleichungen fiir
den Entladungsraum in der Form

G+ =10t H; uH=—r0tGE;

10
uH=B; J=0C; szo,( )

E=€&);
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(der ladungstrigerbedingte Verschiebungsstrom
wird in der komplexen Leitfahigkeit o beriicksich-
tigt). Fiir die hier angestrebte rohe Naherung setzen
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und fiir die im Abschnitt III betrachteten Effekte in
Frage kommt, ergibt (11) analog:

B,=Byexp { —i(wt+K2)},

wir im Entladungsraum 7 ¢ = const.

Im zylindersymmetrischen Fall einer HF-beschick-
ten Kreisspule (Vakuum-Wellenldnge grofl gegen
Spulenradius) ergibt sich aus (10) :

28; =§0]0(K|r|) e_i“’t )

€,= - (wBy/K) exp{—i(wt+K2z)}
K=Vipw(c—icw).

(12)
mit
Um Gln. (11) und (12) fir Gl. (1) zu benutzen,
sind von den angegebenen Relationen fiir B,, €,, €,

C=—-¥) iwB, ) (11) Jeweils die mit (—1) multiplizierten Imaginirteile
G, — }‘ K|r| Ji(K|r|) emiet zu nehmen. Man iberzeugt sich leicht, daf} fiir
v |Kr|<1 aus (12) der Fall a=0; f=1 der
mit K=Vipw(o—iew), Jy, J; BesseLsche Funk-  Gl. (1) folgt.

tionen.

Fir den Fall einer radial, z. B. aus positiver -
Richtung her einfallenden Planwelle, der z.B. fiir
Hochfrequenzentladungen im Giga-Hertz-Bereich

Gln. (11) und (12) stellen im allgemeinen ex-
ponentiell ins Plasmainnere abfallende HF-Felder
dar; der Imaginirteil von K ist ein Mal} fiir die
reziproke Eindringtiefe 1/d; .

Die komplexe Leitfahigkeit 6 =0, +i 0, resultiert in erster Ordnung aus den azimutalen Komponenten
der Terme |[n—n"|=1 der Gl. (6). Aus der Relation

eN 5(t)|n—n|=1 = —i Ey {0, cos(wt—a) +0,sin(wt—a)}

ergibt sich fiir die jeweils betrachtete Trigersorte der Konzentration N eine Leitfahigkeit

e—ia {]12_2 i

wr*
=,1 wl‘2+ n2 w?

oo
N e

1 5 4n'0? [or 55 .4 4], 20080
= [wo nZ wr2+n2w‘2 la)o .]n +l]n]n| -+ pre

Jacidou| s (13)
=1 n
-’n:]n(wo/w) :

I =dl, (w/w) [d(we/w).

Betrachtet man den Leitfahigkeitsanteil der freien Elektronen, so entnimmt man aus (13) den wohl-
bekannten Grenzfall o = i Ne*/m» der Plasmadispersionsformel fiir StoBfreie Plasmen, den man
auch durch direkte Methoden erhilt, wenn man das Magnetfeld der elekiromagnetischen Welle in
den Bewegungsgleichungen vernachladssigt (vgl. !); man ersieht aber aus (13), daB die Giiltigkeit dieser
oft benutzten Dispersionsformel an die Bedingung wy<w, < w gekniipft ist; die StoBfrequenz w, muf}
grundsatzlich gegeniiber der Magnetfeldamplitude so grof} sein, dal w,>w, wird. Nur in diesem Falle
wird fiir w <wp (wp= VN €*/m ¢y=Plasmafrequenz) die Eindringtiefe der Wellen

(14)

Fiir die radialen Drifteffekte interessiert vornehmlich der entgegengesetzte Fall wg~w, und damit wq, > w.

Der Leitfihigkeitsbeitrag der Elektronen ist, unter Vernachlassigung von Gréen der Ordnung (w/wge)**
gegen eins, durch die Néherungsrelation (indem man die Summen durch Integrale approximiert)
4 1\, 2 o1 i 1
[h 7 ( 1 —7 arctg ;) +_——_—cosae 5 +narctg;)]

T wee 1

Ne 62

me Woe

O =

(15)
mit w./wg, =7 gegeben.

7 Da die Triagererzeugung mit wachsender elektrischer Feld-
starke, also radial nach auBlen, zunimmt, wird die Trager-
dichte und damit ¢ nach innen abnehmen. Das hat zur
Folge, daB3 das HF-Feld tatsdchlich etwas schwécher nach
innen abfillt als bei konstantem o. Die Bedingungen fiir

Massentrennung usw. werden also bei exakter selbstkon-
sistenter Losung von (10) und (7) etwas giinstiger sein
als aus der im folgenden gegebenen Niherungslosung zu
entnehmen ist.
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Fir >1 stellt erwartungsgemall der elektroni-
sche Anteil den Hauptbeitrag zur Leitfihigkeit. Fiir
kleinere Drucke (< Vme/m;) dagegen liefern we-
gen wg;~w die Ionen trotz ihrer groflen Masse den
tiberwiegenden Beitrag zu o. Anschaulich ist dies so
zu verstehen, daf} fir 7 <1 die Elektronen praktisch
geschlossene Zyklotronbahnen durchlaufen ohne zu
stoBen und daher dem elektrischen Feld nur noch
wenig folgen. Der Leitfahigkeitsanteil der Ionen
wird wesentlich durch die ersten Glieder der Sum-
men bestimmt. Fiir wg~w ergibt sich in roher
Néherung

el o
3 1492 3 ,
Y=o %wri/f’oi .

Wegen »/n=~Vm;/m, ist im Bereich y>1 das
Verhiltnis 6;/0,~ Vm./m;; fir < V;z—e/mi wird
oi/oez]/mi/me .

0=0;+ 0, aus Gln. (15) und (16), eingesetzt in
(11) bzw. (12), liefert eine Bestimmungsgleichung
fiir den Phasenwinkel a zwischen € und § gemal
(1) in der Form

(G,/8,)|B./C, | = ieie. (17)
a geht fiir #>1 in quasi ohmsches Verhalten iiber
(a—0 fiir y— o). Im Bereich 4Vme/mi<77<1
ist a praktisch konstant und liegt je nach Triger-
konzentration zwischen Null (kleine Trigerdichten)
und 7/4 (groBe Trigerdichten). Fiir n< %/me/mi
dominiert der zweite Term in Gl. (16), und a
wichst, je nach Tragerkonzentration mehr oder
weniger schnell, auf 77/2 an (wobei die Eindring-
tiefe des Feldes nahezu unabhéngig von der Trager-
dichte einen konstanten Wert annimmt). Die radiale
Drift (7) erreicht gleichfalls einen konstanten End-
wert [ (cos @) /w, & const], wihrend bekanntlich die
Drift in einem elektrischen Gleichfeld mit 1/w, an-
wiichst. Einen quantitativen Uberblick geben die
Abb. 2, 3, 4. Es ist dort a, Eindringtiefe (~1/d,)
und arctg 0,/0; aufgetragen in Abhingigkeit vom
Druck (~#=w;e/wg.), mit der Trigerdichte als
Parameter VN, ~8g=Vw|we|r|/ip (Ap in der
Definition von Gl. (14)).

Die Eindringtiefe ist bestimmt durch den genéhert
exponcntiellen Verlauf von ¥ in Gl. (11) und (12).
Bei einem Entladungsradius R verldauft B, ins In-
nere in der Form (4R Abstand von der Plasmaober-
flache)

B,~B,exp{ — 9, AR/R} mit K |r|=0,+i0,, (18)
8o =Vw/wye|r|[Ap .

0; =~

(16)

mj woi

mit

H. ROTHER

T
2

1
10?2 1077
7 1

x |/ mg/m,

JGE 0%

Abb. 2. Phasenwinkel a zwischen € und §) in Ringentladun-
gen in Abhingigkeit vom Druck (~ =wre/wee) fiir ver-
schiedene Trigerdichten (~ d,).
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Abb. 3. Relative reziproke Eindringtiefe J, in Abhingigkeit
vom Druck (~ #=wre/wope) fiir verschiedene Tréagerdichten

(~ 502) .

Abb. 4. Phasenwinkel zwischen Strom und elektrischer Feld-
stirke in Abhiéngigkeit vom Druck (~ %= wre/wpe) fiir ver-
schiedene Trigerdichten (~ d,2).

Das Maximum von &, liegt bei =1 und erreicht
dort den Wert d,~% ;. Die Eindringtiefe ist somit
gegeniiber dem Fall verschwindender Magnetfeld-
amplitude [Gl. (14)] um mindestens den Faktor

Vwgo/w heraufgesetzt.
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Bemerkenswert ist noch die Tatsache, dafl die
radiale Drift (7) bzw. (7') fiir > 1 mit wachsen-
dem Druck sehr viel starker gegen Null geht als die
mit 1/w, proportionale Leitfihigkeit.

II. Massentrennungseffekt im HF-Feld

Die in Abb. 1 dargestellte radiale Ionendrift 1a6t,
zumindest in der Umgebung der Nullstelle von v, _
(bei wy;=~2,5 w), unmittelbar eine starke ,,Zentri-
fugenwirkung® des HF-Feldes erkennen: Es lassen
sich prinzipiell Verhiltnisse realisieren, bei denen
die Ionen der schweren Komponente radial nach
innen und die der leichten Komponente radial nach
aullen getrieben werden. Im Bereich 0 <w,<w ist
gemiB (7) bzw. (7') bei nicht zu hohen Driicken
gleichfalls ein Trenneffekt zu erwarten, da fiir
w < die Driftgeschwindigkeit v, starker von der
Masse abhangt als der zu (m w,;) ™! proportionale
Diffusionskoeffizient. Es soll im folgenden eine
kurze Abschatzung der auftretenden Effekte gegeben
werden. Eine eingehende Diskussion der Vielzahl
experimentell moglicher Falle wiirde den Rahmen
dieser Arbeit wesentlich tiberschreiten. Wir greifen
einen besonders tibersichtlichen und mathematisch
zugénglichen Grenzfall heraus: Gegeben sei ein Gas-
gemisch aus zwel atomaren Isotopen (Massen m,,
m, und Konzentrationen N;, N,). Das Gasentla-
dungsplasma moge aus einfach positiv geladenen
Ionen der beiden Gase und aus Elektronen bestehen
(Konzentrationen ny, ny, n.), bei kleinem Ionisie-
rungsgrad: ny <N; und ny <N,.

Die Ringentladung sei zwischen den Zylinder-
radien Ry und R, eingeschlossen; deren Abstand
d =Ry — Ry < R; sei kleiner als die Eindringtiefe d,
des HF-Feldes, d<d; [nach (18) ist dy~~Ra/ds].
Die Ionen besitzen nach (7) genihert konstante ra-
diale Konvektionsgeschwindigkeiten v;, v,. Die
Tréagerbilanzgleichungen lauten damit im Rahmen
der einfachen Scrorrkyschen Diffusionstheorie ® un-
ter Hinzunahme der entsprechenden konvektiven
Terme (wegen der Additivitat der Drifteffekte in
der linearisierten Transportgleichung) :

3 on,
E‘IZ —Da'*afr' +baEna+’Uana

%{_De?g —beEno| =Zn.. a=1.2; (19)

= a

8 Handbuch der Physik XXII, Verlag Springer, Berlin-Got-
tingen-Heidelberg 1956, S. 53 fi.
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Dy, D, bzw. D, Diffusionskoeffizienten von Ionen
bzw. Elektronen, b,, by, b, Beweglichkeiten, £ am-
bipolares Feld, Z Trigererzeugungswahrscheinlich-
keit (Diffusion und Beweglichkeit sind durch das
Wechselfeld etwas vermindert; in erster Ndherung
konnen aber die betreffenden Gleichfeldwerte benutzt
werden).

Unter Beriicksichtigung der Quasineutralitéts-
bedingung n,+n,~n, kann fiir Z~const die Gl
(19) in bekannter Weise durch Elimination von E
ndherungsweise gelost werden. Die allgemeine Lo-
sung fiihrt auf etwas uniibersichtliche Relationen.
Wir beschrinken uns auf den Fall, daf die anzurei-
chernde Komponente (N;) im Ausgangsgemisch in
kleiner Konzentration vorhanden ist, N, <N,.
Dann wird die Entladung wesentlich durch die Ver-
teilung n, bestimmt. Wegen D,, D, <D, und
by, by < b, ergibt sich aus (19)

ny = ngg exp { — Ky z} sin (n/d) x;

Z =Dy (Ky2+ n?%/d?), L2t
mit dem ambipolaren Diffusionskoeffizienten
Do = (by/be) Demck To/ms w2 > D, .

Ks= —v/2D,; und z=r—R; (0= 2Xd).

Die giinstigsten Trennbedingungen werden wir er-
warten, wenn v; und v, entgegengesetzt gerichtet
sind, vy=~ —v,. v, sei z.B. radial nach innen ge-
richtet (vy=~ —v;<0). Sind dann v; und v, grof
genug, so stromen praktisch alle Ionen n, zur Wand
R; und alle Ionen n; zur Wand R, (fiir |K,|,
K, >2 71/d mit einem Fehler <10%). An der Wand
R; bzw. R rekombinieren pro cm? und sec

D

Ionen. [Fiir den weniger interessanten Fall K;>27/d
treten zu (21) noch Terme hinzu, die hier nicht na-
her diskutiert werden sollen. ]

Eine nédhere Betrachtung der Entladungsform (20)
legt die Definition eines effektiven Ionisierungs-
grades

7= (nao/N2) (7 Dya/vs d)
nahe ?, mit dem die Wandverluste (21) die einfache
Gestalt erhalten:

dn, _ ey .f,inl _
(Dazfdx )I=0 +7 Ny vp; (Dal dx)_»,:d }’NE;;)-

9 Diese Definition ist im Rahmen der angestrebten Naherung
verniinftig, da die wesentliche Entladungszone ungefdahr
auf den Bereich 0 < z < 1/K, beschriinkt bleibt.
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Die Driftterme (22) ergeben ganz analog zur me-
chanischen Massenzentrifuge, vgl.1?, im Gleichge-
wichtszustand (ohne Entnahmestrom) einen Trenn-
faktor

P0= (§), o [ (30,0 ~emp| 21p2l2 ),

wo (2/Dys) = (1/Dy) + (1/Dy).
Da Werte 2|vy|d/D;5>1 technisch durchaus

realisierbar sein sollten, iibertrifft der Trennfaktor
(23) alle thermodiffusionsbedingten Entmischungs-
effekte, selbst wenn fiir diese z. B. Lichtbogentempe-
raturen — wie kiirzlich von Maecker und Frie dis-
kutiert 1! — von mehr als 10* °K herangezogen wer-
den. Die Relation 2|v,|d/D;5>1 besagt wegen
vy |[Dys~e Eos/k T, wo Eey die radial an den
Ionen angreifende &dquivalente Gleichfeldstarke,
T die Gastemperatur:

2y |vy|d/Dyp~2yeEe; d/kT>1;

|

(23)

(24)

bei einer Gastemperatur von 7 =600 °K, einem
Ionisierungsgrad y =0,01 und einer Eindringtiefe
des Feldes dj~d=3cm ist (24) erfillt fir
Eeit>1 V/em.

Die Abhiéngigkeit des Trennvermogens (separa-
tive power) von ¢, wird analog 1°, wie bei den
mechanischen Zentrifugen gendhert proportional
(In@y)2, bei einer konstanten Entnahmestromstarke
(Teilchenstrom) (N;+N,) V= (N;+Ns) Ds/d .

Die Feldstarke E.s ist prinzipiell nur durch die
Bedingung (8) eingeschrinkt, nach der wegen (11):
Ey=~ (my/e) w?dy; E, ist somit durch die hochst-
zuldssige bzw. verfiighare Frequenz prinzipiell be-
grenzt, kann aber bei entsprechender HF-Leistung
Groflenordnungen oberhalb 1 V liegen. Darin diirfte
das Verfahren jeder technisch realisierbaren mecha-
nischen Zentrifuge tiberlegen sein, bei der die den
Trennfaktor bestimmende Umfangsgeschwindigkeit
des Rotors drastisch beschrankt wird durch die Zer-
reiflfestigkeit des Rotormaterials. Der Energiebedarf
der HF-Entladung sollte allerdings im allgemeinen
hoher liegen als bei einer entsprechenden Zentrifuge.
Abgesehen von Strahlungsverlusten und elastischen
Stoflen verbraucht die im vorstehenden betrachtete
Entladung bei einer Ionisierungsenergie ¢; eine
Leistung

Lur =&(N1+ Np) y v, (25)

10 K. Conen, The Theory of Isotope Separation, McGraw-Hill
Book Co., New York 1951.
1 W. Frie u. H. Makcker, Z. Phys. 162, 69 [1961].

H. ROTHER

pro cm?> Mantelfliche. Fiir ¢y~2 und eine Ent-
nahmestromstiarke (N;+N,) V= (Ny+ N,) D/d ist
also pro Teilchen, das an der Entnahmestelle (x = d)
die Entladung verlafit, ungefdhr eine Energie ¢; auf-
zubringen; im selben Fall bei einer mechanischen
Zentrifuge (MZ) jedoch, vgl. 1%, etwa das (m;+ms,)
/| my —my|-fache der thermischen Energie des Teil-
chens. Es ergibt sich also ein Leistungsverhaltnis
von

Lur _

Lz

‘\ my—ms | . &

my+my kT’ (a6]

was nur bei schweren Isotopen nahe Eins liegt, bei

leichten Isotopen erheblich hoher.

III. Drift im HF-Feld bei starkem
statischen Magnetfeld

Gleichgerichtete Tragerdriften in HF-Feldern sind
im allgemeinen als Effekte zweiter Ordnung aufzu-
fassen (wie z.B. die Einschniirungswirkung eines
elektromagnetischen Feldes bei sehr hoher Frequenz
vermoge des Strahlungsdruckes). Im Abschnitt I
wurde gezeigt, dal unter geeigneten Resonanzbe-
dingungen diese Driften auch zu einem Effekt erster
Ordnung (wie z. B. die Drift in einem elektrischen
Gleichfeld) werden konnen. Die Frage, ob durch ein
HF-Feld auch bei Vorhandensein starker statischer
Magnetfelder gleichgerichtete Driften erster Ord-
nung erzeugt werden konnen, scheint von erheblicher
Bedeutung fiir Probleme der Stabilitit von Fusions-
plasmen zu sein 2.

Berechnungen des hydromagnetischen Verhaltens
eines Hochtemperaturplasmas unter zusétzlicher Ein-
wirkung von HF-Feldern tragen noch immer den
Charakter grob vereinfachter Naherungen, ganz
gleich, ob der hydromagnetische, der stochastische
oder der kinetische Aspekt des Problems in den
Vordergrund treten. Im folgenden wird versucht,
aus den rein kinematischen Betrachtungen des Ab-
schnitts I einige Anhaltspunkte iiber das Driftver-
halten der Ionen zu gewinnen. Dieser Weg lafit un-
mittelbar die charakteristischen Eigenschaften der
Drift auf elementarem Wege hervortreten; aufler-
dem kann die bei der Rechnung erhaltene optimale
HF-Frequenz bei hinreichend groflem statischem
Magnetfeld hoher als alle auftretenden Anderungs-
frequenzen hydromagnetischer und kooperativer Er-

12 Conf. Plasma Physics and Contr. Nucl. Fusion Res. Salz-
burg 1961. Abstracts CN-10/233.
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scheinungen liegen, so da} eine systematische Ab-
anderung der kinematischen Ergebnisse durch innere
Fluktuationen nicht wesentlich zu erwarten ist und
somit nachtraglich dem kinematischen Verhalten eine
gewisse Realitit zugeordnet werden darf.

Wir betrachten der mathematischen Einfachheit
halber ein vollstindig ionisiertes Plasma in einem
homogenen statischen Magnetfeld By, (parallel zur
z-Achse) und eine linear polarisierte Welle mit B-
Vektor gleichfalls parallel zur z-Achse (By < By),
die aus der positiven z-Richtung kommend bei z =R
auf die Plasmaoberfliche treffen moge. Nach Gl.
(12) wird das elektromagnetische Feld

B, =Byy+Byexp {ka(x—R) } sin(wt+k ) ;
531=%y=0;

G,= —Eyexp {ky(x—R) }cos(wit+kyxz—a);
€. =E,=0

mit

(27)
Ey=0 By/|K|

und K=Vipw(o—iggw) =k, +ik,.

Wegen B, < By, filhren die Trager in nullter Na-
herung Zyklotronbewegungen

2 =25+ (vin/£2) sin Q¢

aus [£2,= (e/m) By, statische Zyklotronfrequenz,
vy, thermische Geschwindigkeit]. Bis auf Frequenz-
verstimmungen bzw. -schwankungen von der Ord-
nung vy, (k;/92,) stellt somit die Bewegungsgleichung
(2) eine brauchbare Beschreibung des Verhaltens
der Ionen dar, wenn dort w, durch w,+i Q, ersetzt
wird. Fordern wir verniinftigerweise, daf} die Ein-
dringtiefe des HF-Feldes (1/k,) grofer sein soll als
die Wellenldnge, so wird die Drift im wesentlichen
durch Gl. (5) beschrieben (mit w,—> w,+172,).
Gelangt ein Teilchen zur Zeit ¢, in den Wirkungs-
bereich des HF-Feldes, dann ergibt sich fiir Zeiten
t—t,, die geniigend grof} sind, so daf}

t—ty>1/|w.+i(2y— )|, (28)

wird, aus (5) neben einer azimutalen Drift, die
hier nicht niher betrachtet werden soll, eine radial
gerichtete nichtoszillatorische Drift. Diese hat unter
Vernachlissigung von Gliedern hoherer Ordnung in
wo/w die Gestalt (wo/w < 1):

¢ E, ]0(,%) ]1(907)

w w

Vpo = —

m
(w—£,) sin a—we cos a
T 0l (0—Q)%

(w+£) sin a—we¢ cos a |

od+ (0+29) |’

2 cos a we

02+ (28)

.
I
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Gl. (29) bleibt auch bei Beriicksichtigung der Zyklo-
tronbewegung bis auf Terme der Ordnung wy/w
richtig, wenn in (29) mit x =2+ (vn/92,) sin Q¢
die Relation erfiillt ist:

kyvn/Q29<1. (30)

Dies 1aft sich unmittelbar durch Losung von (2)
unter Beniitzung der Relation

sin[ (ky vin/2p) sin Qg t] =~ (ky vin/$2,) sin £t
verifizieren.

Gl (29) ergibt fiir > 2, eine mit 1/w? ver-
schwindende, ins Plasmainnere gerichtete Drift, wie

man sie unter dem Einfluf des Strahlungsdruckes
erwarten sollte:

v (0> Q) =~ —|(e/2 m) Ey| (wp/w?) sina. (31)

Diese kleine Drift 2. Ordnung erreicht theoretisch
ihr im allgemeinen um viele Grofenordnungen ho-
heres Resonanzmaximum (Drift 1. Ordnung) in der
Nihe der Zyklotronfrequenz, und zwar bei

wa=Qy+w(V1+cosa+cosa)/sina. (32)

Dieses Maximum ist aus folgendem Grunde prak-
tisch nicht realisierbar: Die effektive Stoflfrequenz
w, ist in Hochtemperaturplasmen sehr klein gegen
Q,. Da das HF-Feld nach (30) fiir o ~Q2;— w /sin a
einen maximalen Sog zur Plasmaoberfliche austibt,
miilten die durch innere und duflere Einflisse be-
dingten Schwankungen von £, unbedingt klein sein
gegen w./sina, wenn das HF-Feld einschniirende
Wirkung haben soll. Doch selbst wenn man den
duBeren Stromkreis so konstant halten konnte und
auch die durch kooperative Effekte im Plasma be-
dingten Schwankungen klein genug waren, ist die
Bedingung (28) in sehr heilen Plasmen (zumindest
im vornehmlich in Betracht kommenden Nieder-
druckbereich) fiir den Resonanzfall (32) im allge-

meinen nicht realisiert, denn fiir Zeiten
t—ty<1/| 0. +i(Qy— )]
ist (29) nicht mehr giiltig.
Aus (5) folgt in diesem Falle
v,-=|(efAm) Ey|(Bo/Byo) (t—1,) cosa. (33)

Jedes Teilchen erfahrt gemdll (33) bei seinem Ein-
tritt in das HF-Feld zunéchst einen Sog zur Plasma-
oberfliche. Nur wenn die Eindringtiefe des HF-Fel-
des und die Frequenzverstimmung w — £, grof} ge-
nug sind, daB sich das Teilchen trotz der anfing-
lichen Sogwirkung noch eine Zeit

t—to>1/] o +i(2y— )|
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innerhalb des Plasmas aufhilt, so kann das HF-
Feld die zur Plasmaoberfliche stromenden Teilchen
nach Gl. (29) ins Innere zuriickwerfen.

Die Frequenzverstimmung o — £, ist somit im
allgemeinen erheblich grofler zu wihlen, als dem
Maximum von |v,.|=|(e/4m) E,| (wo/w w,) bei
der Frequenz (32) entsprechen wiirde. Der optimale
Wert hingt wesentlich von Eindringtiefe des HF-
Feldes, Stromungsgeschwindigkeit der Fiihrungs-
zentren und evtl. Schwankungen des statischen Ma-
gnetfeldes ab.

Eine erste Orientierung tber die Eindringtiefe
des Feldes erhélt man analog zu den Betrachtungen
im Abschnitt I. Sofern w geniigend in der Nahe der
Tonenzyklotronfrequenz liegt, ist ¢ wesentlich durch
den Ionenwechselstrom bestimmt; liegt w in der
Néhe der Elektrozyklotronresonanz, durch den Elek-
tronenwechselstrom; also wird in beiden Fallen
e N [ weti(o—2)

9= om |0t (@—0y)*

(34)
mit den jeweils zu (2, gehorenden Werten m, w,
(mi, weg, Qo baw. mg, we, 25.). Nimmt man
(w — Q) ~vy, an, so wird 6 ~ 1/)/m: Die Eindring-
tiefe des Feldes bei Ionenzyklotronresonanz ist er-
heblich grofler als bei Elektronenzyklotronresonanz
und sollte wegen des entsprechend herabgesetzten
Schwellenwertes von (w —£,) bei Ionenresonanz
bessere Einschniirungswirkungen haben.

Anhang

Zur Integration der Gl. (3) (mit fr und a=0)
nach der Hiruschen Methode hat man die Substitution

r.—_gexp{— a2)° t+v;a(:7°(1—coswt)}
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auszufithren. Damit geht (5) iiber in

6 —1[wet+imysinwt]2p=0. (a)
Gl. (a) 1dBt sich l6sen durch den Ansatz
“+o0
po=et® t2 Z An einot (b)
n=—oo0

Dann ist nach HiLr '® der Driftparameter © durch die
Relation

sin2(3imwu) =4(0) sin2(3 )/ —a)

gegeben, wobei 4(0) die unendliche Determinante

dnn:l; d,m¢1=ib/(4n2+a);
duns2=—c/(4n®+a); dum=0 sonst
darstellt, mit
a= wc:—c;oz/z g b=2000 0 o= w"?,, .
[0} w* 4 w*

Man erkennt sofort die Resonanzstellen der Determi-
nante 4(0) fiir die Werte

a=—4n®

(n=0,1,2,3,4,...).

Alle Resonanzen dieser Art mit n == 0 haben vorwiegend
imagindres u, d.h. es entstehen quasiperiodische Be-
wegungen, die zwar Energie aus dem HF-Feld aufneh-
men, aber diese nur in thermische Bewegung umsetzen,
ohne daf eine nennenswerte Gleichdrift zustande kommt.

Die Resonanzstelle a=0, d.h. w.2—% w,2=0, da-
gegen liefert den reellen Wert

2

JT 3
=t o B
T

“ At Bin s
e 4 v w

der eine starke Drift von der GroBe v=~ —3%rwm,
hervorruft, mit maximaler Massenabhingigkeit bei
== wy/2 /2. Der explizite Zusammenhang zwischen
der Drift-Geschwindigkeit (bzw. deren Massenabhén-
gigkeit) und w¢+ . 1dBt sich erst durch eine (etwas
mithsame) explizite Berechnung der Entwicklungs-
koeffizienten erhalten, auf die hier verzichtet werden
soll.

13 E. T. Warrraker u. G. N. Warsox, Modern Analysis, Uni-
versity Press, Cambridge 1952.



